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Résumé :
Nous caractérisons les fonctions d’agrégation qui pré-
servent la valeur médiane dans le cas où l’opération mé-
diane est conservative. Nous commençons par rappeler
les notions d’algèbre et de demi-treillis médian en les
introduisant à partir de la notion de valeur médiane sur
les réels. Nous obtenons également une double caracté-
risation des algèbres médianes conservatives en termes
de sous-structures interdites et de représentations par des
chaînes.
Mots-clés :
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Abstract:
We obtain a characterization of the aggregation func-
tions which preserve the median operation, when this op-
eration is conservative. We first recall the definitions of
the notions of median algebras and semilattices by intro-
ducing them from the known example of the median oper-
ation over the reals. We also obtain a characterization of
conservative median algebras in terms of forbidden sub-
structures as well as representations by chains.
Keywords:
Aggregation functions. Median operation. Median al-
gebras. Distributive lattices.
1 Introduction
L’opération médiane sur R est l’opération ternaire
m : R3 → R définie par
m(x, y, z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z), (1)
où ∧ et ∨ désignent respectivement les opérations mi-
nimum et maximum sur R. De manière équivalente, m
peut être définie comme l’opération symétrique qui véri-
fie m(x, y, z) = y si x ≤ y ≤ z. Cette dernière formu-
lation justifie le choix du vocabulaire, puisque la valeur
de l’opération médiane sur trois éléments distincts x, y, z
de R est celui de ces éléments qui n’est pas une borne
de l’enveloppe convexe de {x, y, z}. Pour tout n > 0,
l’opérationm est naturellement étendue en une opération
m : R3n → Rn composante à composante, c’est-à-dire
en posant
m(x,y, z)i =m(xi, yi, zi), (2)
pour tous x,y, z ∈ Rn et tout i ∈ [n].
Le premier objectif de cet article est de caractériser les
fonctions f : En → R, où E est un intervalle non vide
(borné ou non) de R, qui respectent l’opération médiane,
c’est-à-dire qui vérifient la condition
f(m(x,y, z)) =m(f(x), f(y), f(z)), (3)
pour tous x,y, z ∈ En. De telles fonctions peuvent être
considérées comme des fonctions d’agrégation (au sens
large) qui préservent la valeur médiane. Observons que
la condition (3) constitue une relaxation de la condition
d’être une fonction compatible avec la comparaison (voir
par exemple [9]). Rappelons que f : En → R est compa-
tible avec la comparaison si
f(x)
{
<
=
}
f(x′) =⇒ f(φ(x))
{
<
=
}
f(φ(x′)),
pour tous x,x′ ∈ En et toute superposition φ =
(φ1, . . . , φn) de bijections croissantes deE dansE. Dans
le cas où E est un intervalle ouvert, ces fonctions ont été
caractérisées comme suit.
Proposition 1 ([9]). Supposons que E est ouvert. Une
fonction f : En → R est compatible avec la comparai-
son si et seulement s’il existe une fonction strictement
monotone ou constante g : E → R et k ≤ n tels que
f(x) = g(xk) pour tout x ∈ En.
Dans cet article, nous prouvons que cette caractérisation
se généralise aux fonctions qui vérifient la condition (3)
de la manière suivante.
Proposition 2. Supposons que E est un intervalle non
vide de R. Une fonction f : En → R satisfait la condi-
tion (3) si et seulement s’il existe une fonction monotone
g : E → R et k ≤ n tels que f(x) = g(xk) pour tout
x ∈ En.
Ainsi, c’est essentiellement la condition de stricte mono-
tonie de la Proposition 1 qui a été relâchée pour obtenir la
Proposition 2. En particulier, les fonctions f : E → E qui
préservent la valeur médiane sont exactement les fonc-
tions monotones.
Remarquons que l’expression (1) peut être utilisée dans
des structures plus générales que R pour définir une no-
tion de valeur médiane. Ainsi, si L = 〈L,∧,∨〉 est un
treillis distributif, alors l’expression (1) est un terme sur
L qui est couramment appelé terme médian de L, que
nous notons mL. Cette observation a amené certains au-
teurs à abstraire la notion de valeur médiane d’une no-
tion d’ordre sous-jacente [4, 8]. Cette approche a donné
lieu à l’introduction de la classe des algèbres médianes.
Une algèbre médiane est une structure A = 〈A,m〉 où
m : A3 → A est une opération ternaire sur A qui satisfait
les équations suivantes :
m(x, x, y) = x,
m(x, y, z) =m(y, x, z) =m(y, z, x),
m(m(x, y, z), t, u) =m(x,m(y, t, u),m(z, t, u)).
Il s’agit d’un choix raisonnable d’équations pour définir
de manière abstraite la notion de valeur médiane, puisque
ces équations sont satisfaites par l’opération médiane sur
n’importe quelle chaîne L. Comme justification supplé-
mentaire du choix de cette base équationnelle, rappelons
le résultat suivant.
Proposition 3 ([3]). Soit m une opération ternaire sur
un ensemble non vide A. L’algèbre A = 〈A,m〉 est une
algèbre médiane si et seulement s’il existe un treillis dis-
tributif L = 〈L,∧,∨〉 tel que A ⊆ L et m =mL|A.
En d’autres mots, la Proposition 3 stipule que toute al-
gèbre médiane est une sous-algèbre médiane d’un treillis
distributif.
C’est dans le cadre général des algèbres médianes que
nous obtenons les résultats de cet article. Ainsi, le pro-
blème auquel nous nous intéressons est la caractérisation
des fonctions f : A → B entre deux algèbres médianes
A = 〈A,mA〉 etB = 〈B,mB〉 qui vérifient la condition
f(mA(x, y, z)) =mB(f(x), f(y), f(z)), (4)
pour tous x, y, z ∈ A. On dit d’une telle fonction qu’elle
préserve la valeur médiane.
Les résultats que nous obtenons ne concernent pas toute
la classe des algèbres médianes, mais la sous-classe
des algèbres médianes conservatives, c’est-à-dire des al-
gèbres médianes A = 〈A,m〉 qui vérifient la condition
m(x, y, z) ∈ {x, y, z},
pour tous x, y, z ∈ A. Comme observé dans [10, §11],
cette sous-classe contient les algèbres médianes issues de
chaînes, mais pas seulement puisque le terme médian de
l’algèbre de Boole à quatre éléments est conservatif.
Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2,
nous rappelons les liens qui existent entre la notion d’en-
semble ordonné et celle d’algèbre médiane. Nous ca-
ractérisons également les algèbres médianes conserva-
tives. Dans la section 3, nous caractérisons les fonctions
f : An → B qui préservent la valeur médiane, où A et
B sont des algèbres médianes conservatives. Nous omet-
tons les preuves, qui dépassent le cadre de cet article. Le
lecteur intéressé pourra les consulter dans [5].
Nous renvoyons le lecteur à [4, 8] pour les premières ap-
paritions de la notion d’algèbre médiane, et à [2] pour un
article de synthèse à ce sujet. Dans cet article, nous adop-
tons également les notations suivantes. Pour tout entier
strictement positif n, on note [n] l’ensemble {1, . . . , n}.
Les algèbres sont notées par des lettres majuscules en
gras A,B, . . . et leur univers par des lettres majuscules
A,B, . . . Nous supposons que le lecteur est familier avec
les rudiments de la théorie de l’ordre et nous le renvoyons
à [6, 7] pour une introduction sur ce sujet.
2 Caractérisation des algèbres mé-
dianes conservatives
Bien que la définition de la notion d’algèbre médiane se
fasse de manière indépendante à toute notion d’ordre, il
est remarquable que de nombreux ordres partiels sur A
puissent être définis à partir d’une algèbre médiane A =
〈A,m〉. En effet, pour tout a ∈ A, la relation ≤a définie
sur A par
x ≤a y si m(a, x, y) = x
est une relation d’ordre partielle. En fait, la structure
〈A,≤a〉 est un ∧-demi-treillis qui admet a comme mi-
nimum et où l’opération ∧ est définie par
x ∧ y =m(a, x, y).
Les ∧-demi-treillis 〈A,≤a〉 qui sont obtenus à partir
d’une algèbre médiane 〈A,m〉 par cette construction sont
appelés demi-treillis médians et sont caractérisés de la
manière suivante.
Proposition 4 ([11]). Un ∧-demi-treillis A = 〈A,≤〉
est un demi-treillis median si et seulement s’il vérifie les
conditions suivantes :
(i) tout triplet d’élements qui admettent deux à deux
une borne supérieure admet une borne supérieure,
(ii) pour tout x ∈ A, la restriction de≤ à {y ∈ A | y ≤
x} définit une structure de treillis distributif borné.
La Proposition 4 permet ainsi de définir une opération
m≤ par l’expression (1) pour tout demi-treillis médian
〈A,≤〉. On peut montrer qu’alors 〈A,m≤〉 est une al-
gèbre médiane. Ainsi, on peut considérer que la notion
de demi-treillis médian est la structure ordonnée la plus
générale dans laquelle une opération médiane peut être
définie. Il s’ensuit que les problèmes d’agrégation po-
sés dans des structures ordonnées et impliquant la notion
de valeur médiane peuvent être posés dans la classe des
demi-treillis médians, qui est plus générale que celle des
treillis distributifs.
On peut également prouver [1, Lemma 3 (6)] que si a est
un élément d’une algèbre médiane 〈A,m〉 alors
m≤a =m,
ce qui prouve que A peut être défini à partir de 〈A,≤a〉
pour tout a ∈ A. Comme le montre le résultat suivant, la
relation ≤a peut en fait encoder beaucoup plus d’infor-
mations sur la structure de l’algèbre A = 〈A,m〉 que la
seule connaissance de m.
Proposition 5 ([8, 10]). Soit A = 〈A,m〉 une algèbre
médiane.
(1) S’il existe a, a′ ∈ A tels que m(a, x, a′) = x pour
tout x ∈ A, alors 〈A,≤a〉 est un ordre de treillis
distributif borné par a et a′, et m en est son terme
médian.
(2) Si pour tout a ∈ A il existe a′ ∈ A tel que
m(a, x, a′) = x pour tout x ∈ A, alors 〈A,≤a〉 est
un ordre booléen pour tout a ∈ A, et m en est son
terme médian.
Comme nous allons voir, les ordres ≤a associés aux
éléments a ∈ A d’une algèbre médiane A permettent
également de caractériser le caractère conservatif de ces
algèbres. Nous qualifions de conservatif tout ∧-demi-
treillis median dont l’opération médiane associée par (1)
définit une algèbre médiane conservative. Selon la Pro-
position 4, il existe trois raisons de nature différente pour
qu’un∧-demi-treillis ne soit pas médian conservatif. Cela
arrive tout d’abord si le demi-treillis contient un élément
x tel que {y | y ≤ x} n’est pas un treillis distribu-
tif, comme dans la figure 1(a) qui représente le treillis
borné N5 qui n’est pas distributif. Cela arrive également
si le demi-treillis contient trois éléments b, c, d qui n’ad-
mettent pas de borne supérieure alors qu’ils sont deux à
deux bornés supérieurement, comme dans la figure 1(e).
Finalement, il peut s’agir d’un demi-treillis médian, mais
qui n’est pas conservatif, comme dans les figures 1(c)–
1(d) qui représentent des demi-treillis qui contiennent
une copie de A2. Nous avons donc démontré le résultat
suivant.
Lemme 6. Les ensembles partiellement ordonnés
A1, . . . ,A5 représentés dans la figure 1 ne sont pas des
demi-treillis médians conservatifs.
Ce résultat technique nous amène à la première caracté-
risation des algèbres médianes conservatives. Ce résultat
s’énonce en termes de sous-structures interdites.
Théorème 7. Pour toute algèbre médiane A, les condi-
tions suivantes sont équivalentes.
(i) A est une algèbre médiane conservative.
(ii) A ne contient pas l’algèbre médianeA2 de la figure
1(b) en tant que sous-algèbre.
(iii) Pour tout a ∈ A, le demi-treillis 〈A,≤a〉 ne contient
pas de copie de l’ensemble partiellement ordonné
représenté dans la figure 1(b).
Démonstration. Remarquons que tout demi-treillis mé-
dian de cardinalité inférieure ou égale à 4 est conserva-
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Figure 1 – Exemples de demi-treillis qui ne sont pas mé-
dians conservatifs.
tif, sauf le demi-treillis représenté dans la figure 1(b). On
peut donc supposer que |A| ≥ 5.
(ii) ⇐⇒ (iii) : C’est une conséquence directe de la défi-
nition de ≤a.
(i) =⇒ (iii) : C’est une conséquence du Lemme 6.
(iii) =⇒ (i) : Supposons que A n’est pas conserva-
tif, c’est-à-dire qu’il existe a, b, c, d ∈ A tels que d :=
m(a, b, c) 6∈ {a, b, c}. Clairement, a, b et c doivent être
des éléments distincts de A. Comme de plus c <c d, on
obtient que 〈{a, b, c, d},≤c〉 est une copie de A2 dans
〈A,≤c〉.
Nous obtenons une autre caractérisation des algèbres et
demi-treillis médians conservatifs en terme de représen-
tations par des chaînes. Ce résultat découle du lemme sui-
vant. Si C0 = 〈C0,≤0, c0〉 et C1 = 〈C1,≤1, c1〉 sont
deux chaînes bornées inférieurement par c0 et c1 respec-
tivement, on note C0⊥C1 l’ensemble ordonné obtenu en
identifiant c0 avec c1 dans l’union disjointe de C0 et C1.
Lemme 8. Pour toute algèbre médianeA telle que |A| ≥
5, les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) A est une algèbre médiane conservative.
(ii) Il existe a ∈ A et des chaînes bornées inférieure-
ment C0 et C1 telles que 〈A,≤a〉 est isomorphe à
C0⊥C1.
(iii) Pour tout a ∈ A, il existe des chaines bornées in-
férieurement C0 et C1 telles que 〈A,≤a〉 est iso-
morphe à C0⊥C1.
Démonstration. (i) =⇒ (iii) : Soit a ∈ A. D’abord,
supposons que pour tous b, c ∈ A\{a} on am(b, c, a) 6=
a. Comme A est conservatif, il vient b ≤a c ou c ≤a b
pour tous b, c ∈ A. Il s’ensuit que ≤a est un ordre total
avec borne inférieure a, et nous pouvons choisir C1 =
〈A,≤a, a〉 et C2 = 〈{a},≤a, a〉.
Supposons maintenant qu’il existe des éléments b, c ∈
A \ {a} tels que m(b, c, a) = a, c’est-à-dire, b ∧ c = a.
Montrons alors que pour tout a ∈ A,
d 6= a =⇒ (m(b, d, a) 6= a ou m(c, d, a) 6= a). (5)
Procédons par l’absurde et supposons qu’il existe d 6= a
tel que m(b, d, a) = a et m(c, d, a) = a. On peut mon-
trer facilement (voir [5, Lemma 2]) que
m(b, c, d) =m
(
m
(
m(b, c, d), b, a
)
,
m
(
m(b, c, d), d, a
)
,m
(
m(b, c, d), c, a
))
. (6)
Supposons que m(b, c, d) = b. Alors l’équation (6) est
équivalente à
b =m(b,m(b, d, a),m(b, c, a)) = a,
ce qui est impossible. Par symétrie, on obtient la même
contradiction si m(b, c, d) ∈ {c, d}.
Prouvons ensuite que pour tout a ∈ A,
d 6= a =⇒ (m(b, d, a) = a ou m(c, d, a) = a). (7)
Procédons par l’absurde et supposons qu’il existe d 6= a
tel que m(b, d, a) 6= a et m(c, d, a) 6= a. Comme
m(b, c, a) = a, on obtient d 6∈ {b, c}.
Si m(b, d, a) = d et m(c, d, a) = c, alors c ≤a d ≤a b
ce qui contredit b∧ c = a. De même, si m(b, d, a) = d et
m(c, d, a) = d, alors d ≤a b et d ≤a c ce qui contre-
dit également b ∧ c = a. Le cas m(b, d, a) = b et
m(c, d, a) = d nous mène à une contradiction similaire.
On a donc obtenu m(b, d, a) = b et m(c, d, a) = c, et le
≤a-demi-treillis médian défini à partir de la sous-algèbre
B = {a, b, c, d} de A est le demi-treillis median asso-
cié à l’algèbre de Boole à quatre éléments. Choisissons
d′ ∈ A \ {a, b, c, d}. Par (5) et par symétrie, on peut
supposer que m(b, d′, a) ∈ {b, d′}. Supposons d’abord
que m(b, d′, a) = d′. Alors 〈{a, b, c, d, d′},≤a〉 est le
treillis N5 (figure 1(a)) qui n’est pas un demi-treillis mé-
dian. Supposons ensuite que m(b, d′, a) = b. Dans ce
cas, la restriction de ≤a à {a, b, c, d, d′} est représenté
par la figure 1(c) ou 1(d), ce qui est en contradiction avec
la Proposition 6, et nous avons prouvé (7).
Posons alors C0 = {d ∈ A | (b, d, a) 6= a}, C1 =
{d ∈ A | (c, d, a) 6= a} ainsi que C0 = 〈C0,≤a, a〉
et C1 = 〈C1,≤a, a〉. D’après les équations (5) et (7), le
demi-treillis median 〈A,≤a〉 est isomorphe à C0⊥C1.
(iii) =⇒ (ii) : Trivial.
(ii) =⇒ (i) : Soient b, c, d ∈ C0⊥C1. Si b, c, d ∈ Ci
pour un i ∈ {0, 1} alors m(b, c, d) ∈ {b, c, d}. Sinon, si
b, c ∈ Ci et d 6∈ Ci, alors m(b, c, d) ∈ {b, c}.
Théorème 9. Soit une algèbre médiane A = 〈A,m〉
avec |A| ≥ 5. Alors A est conservatif si et seulement s’il
existe un ordre total ≤ sur A tel que m =m≤.
En particulier, si A est une algèbre médiane conserva-
tive dont l’opération médiane n’est pas celle associée à
un ordre total, alors A est l’algèbre de Boole à quatre
éléments.
Démonstration. Nous savons déjà que si ≤ est un ordre
total sur A, alors 〈A,m≤〉 est conservatif. Supposons
maintenant que A = 〈A,m〉 est une algèbre médiane
conservative avec |A| ≥ 5. Considérons l’univers de l’en-
semble partiellement ordonnéC0⊥C1 de la condition (ii)
du Lemme 8 que l’on équipe avec la relation≤ définie par
x ≤ y si x ∈ C1 et y ∈ C0, ou x, y ∈ C0 et x ≤0 y, ou
x, y ∈ C1 et y ≤1 x. Il s’agit clairement d’un ordre total
et m≤ =m.
Pour la seconde assertion, on note que la seule algèbre
médiane conservative avec au plus quatre éléments dont
l’opération médiane n’est pas celle d’un ordre total est
l’algèbre de Boole à quatre éléments.
3 Fonctions qui préservent les va-
leurs médianes entre algèbres mé-
dianes conservatives
Le Théorème 9 stipule que toute algèbre médiane conser-
vative qui a au moins cinq éléments peut être représen-
tée par une chaîne. On peut montrer que cette chaîne est
unique [5], à isomorphisme ou isomorphisme dual près.
Ce ordre est appelé l’ordre de chaîne de A.
Nous caractérisons maintenant les fonctions f : A → B
qui préservent la valeur médiane, oùA etB sont deux al-
gèbres médianes conservatives. Rappelons qu’une fonc-
tion entre deux ensembles partiellement ordonnés est
qualifiée de monotone si elle est croissante ou décrois-
sante.
Proposition 10. Soient A et B deux algèbres médianes
conservatives avec au moins cinq éléments. Une fonction
f : A → B préserve la valeur médiane si et seulement
si elle est monotone par rapport aux ordres de chaînes de
A et B.
En particulier, on obtient le corollaire suivant.
Corollaire 11. Une fonction f : C → C′ entre deux
chaînes C et C′ préserve la valeur médiane si et seule-
ment si elle est monotone.
Notons que le Corollaire 11 n’est valide que pour les
chaînes. Dans la figure 2(a), nous donnons en effet un
exemple de fonction monotone qui ne préserve pas la va-
leur médiane, et dans la figure 2(b), nous donnons un
••
•
•
•
•
(a) Une fonction monotone qui
ne préserve pas la valeur mé-
diane.
•
•
• •
•
•
•
•
•
(b) Une fonction qui préserve la valeur
médiane sans être monotone.
Figure 2 – La monotonie n’est pas toujours équivalente à
préservation de la valeur médiane.
exemple de fonction qui préserve la valeur médiane sans
être monotone.
Si A et B sont des algèbres médianes, si f : A → B
préserve la valeur médiane et si A est conservatif, alors
f(A) est également conservatif. On obtient donc le co-
rollaire suivant.
Corollaire 12. Soient A et B deux algèbres médianes et
f : A → B. Si A est conservatif et si |A|, |f(A)| ≥ 5,
alors f préserve la valeur médiane si et seulement si
f(A) est une algèbre médiane conservative et f est mo-
notone par rapport aux ordres de chaînes de A etf(A).
Les résultats précédents peuvent être étendus aux pro-
duits d’algèbres médianes conservatives, ce qui per-
met d’obtenir la Proposition 2. Pour cela, introduisons
les notations suivantes. Si fi : Ai → A′i (i ∈ [n])
est une famille de fonctions, on définit la fonction
(f1, . . . , fn) : A1 × · · · ×An → A′1 × · · · ×A′n par
(f1, . . . , fn)(x1, . . . , xn) := (f1(x1), . . . , fn(xn)).
La proposition suivante énonce que les fonctions qui pré-
servent la valeur médiane entre des produits de chaînes se
décomposent composante à composante.
Proposition 13. SoientA = C1×· · ·×Ck etB = D1×
· · ·×Dn deux produits de chaînes. Une fonction f : A→
B préserve la valeur médiane si et seulement si il existe
σ : [n]→ [k] et des fonctions monotones fi : Cσ(i) → Di
pour tous i ∈ [n] tels que f = (fσ(1), . . . , fσ(n)).
En particulier, si A est une chaîne, la Proposition 13
nous permet de caractériser les fonctions d’agrégation
f : An → A qui préservent la valeur médiane. Plus
généralement, on obtient le corollaire suivant. Si A =
A1×· · ·×An et k ∈ [n], on désigne par pik la projection
de A sur Ak.
Corollaire 14. SoientC1, . . . ,Cn etD des chaînes. Une
fonction f : C1 × · · · ×Cn → D préserve la valeur mé-
diane si et seulement s’il existe k ∈ [n] et une fonction
monotone g : Ck → D telle que f = g ◦ pik.
Ainsi, sous les hypothèses du Corollaire 14, la condition
de préserver la valeur médiane est très forte puisqu’elle
implique le caractère « dictatorial » de f . Notons que la
Proposition 2 est une conséquence directe du Corollaire
14.
4 Conclusions
Dans cet article, nous avons caractérisé les algèbres mé-
dianes conservatives qui ont au moins cinq éléments en
terme de sous-structure interdite et nous en avons donné
des représentations par des chaînes. Nous avons égale-
ment caractérisé les fonctions qui préservent la valeur
médiane entre les produits finis de ces algèbres. Cette ca-
ractérisation est une généralisation des résultats connus
pour les fonctions compatibles avec la comparaison.
Dans le futur, nous tenterons d’obtenir ce type de carac-
térisation pour d’autres classes d’algèbres médianes.
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